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摘要：根据国内外旋翼飞行器的发展趋势，提出了三旋翼飞行器的研究方案。首先，介绍了三 旋 翼 无 人 飞 行 器 的 机 械 结

构，分析了它的整体物理力矩，理论解决了力矩相互抵消的问题。其次，对飞行器的起飞、俯仰、滚转、偏航等姿态进行了

数学分析，建立了三旋翼无人飞行器的数学模型。最 后，利 用ＰＩＤ控 制 法 和 线 性 二 次 高 斯（ＬＱＧ）控 制 方 法 设 计 了 三 旋

翼飞行器的控制器。实验结果表明，ＰＩＤ控制器振荡时间比较长，次数 较 多，没 有 达 到 理 想 状 态；利 用ＬＱＧ方 法 对 控 制

器进行了改进，对各个通道阶跃函数及脉冲响应函数仿真图 的 分 析 显 示，系 统 改 进 后 响 应 速 度 有 了 提 高，２ｓ左 右 受 控

达到平衡。本文的研究为无人机的姿态控制提供了理论基础。
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１　引　言

　　目前世界范围内对于旋翼飞行器的研究主要

针对四旋翼无人飞行器［１－２］。迄今为止，虽然微小

型四旋翼飞行器的基础理论与实验研究已取得较

大进展，但仍面临着诸多关键技术的挑战：如最优

化总体设计、动力与能源问题、数学模型的建立、
飞行姿态的控制等，这使其距离离真正走向成熟、
达到实用要求还有很大差距。

与四旋翼飞行器相比，三旋翼飞行器 具 有 结

构紧凑，耗能少等优点。但由于两种飞行器结构

不同，三 旋 冀 飞 行 器 力 矩 分 析 方 式、数 学 模 型 建

立、飞行姿态控制与四旋翼飞行器有较大的不同。
国内外对于三旋翼飞行器的研究尚处于待开发状

态，本文在国内外相关研究基础上，提出了三旋冀

飞行器的研究方案，意在为无人机的姿态控制研

究提供有效途径并丰富了无人机领域的发展。

２　三旋翼无人机的力矩分析

三旋翼飞行器飞行过程中，电机会产生两种力，

一种是电机产生的扭转力ｆ１，ｆ２，ｆ３，在Ｘ－Ｙ平面内

扭转力可近似认为分别垂直作用于ｌ１，ｌ２，ｌ３ 上，如图

１所示。另一种力是３个电机产生的升力Ｆ１，Ｆ２，

Ｆ３，它的方向是垂直Ｘ－Ｙ平面向上的，如图２所示。

所以当飞机水平悬停于空中时，应当满足２个力矩

平衡条件，一个使得飞机不会在Ｘ－Ｙ平面旋转，另一

图１　扭转力ｆ１，ｆ２，ｆ３ 垂直作用于各轴

Ｆｉｇ．１　Ｔｏｒｓｉｏｎａｌ　ｆｏｒｃｅｓ　ｆ１，ｆ２，ｆ３ａｃｔｉｎｇ　ｏｎ　ｅａｃｈ　ａｘｉｓ

ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒｌｙ

个使得它不会在Ｙ－Ｚ面翻滚。第一个力矩平衡条件

中，ｆ１ 和ｆ２ 所对应的力矩垂直向上，而ｆ３ 对应的力

矩垂直向下。由右手法则可知，前者会使飞机逆时

针旋转，而后者会使其顺时针旋转。为了使力矩平

衡，需要有下面的公式成立：

ｆ１·ｌ′１＋ｆ２·ｌ′２ ＝ｆ３·ｌ′３． （１）
其中，ｌ′１、ｌ′２、ｌ′３ 为各个扭转力到重心ｏ′的力臂。

第二个力矩平衡是要使得飞行器不会绕着Ｘ
轴翻滚，则有以下公式：

Ｆ１·ｌ１＋Ｆ２·ｌ２＋ｍ０ｇ·ｌ０ ＝Ｆ３·ｌ３． （２）
其中，ｍｏｇ为配重，ｌｏ为配重器重心到支点ｏ的距离。

另外，还需要让电机提供的升力与飞 行 器 的

重力相等，即：

Ｆ１＋Ｆ２＋Ｆ３ ＝ｍｏｇ＋ｍｇ． （３）
其中，ｍｇ为三旋翼飞行器的质量。

假设Ｘ轴方向为前进方向，Ｘ，Ｙ，Ｚ轴上的

受力情况［３－４］：

Ｆｔｏｔａｌ＝

Ｆｘ
Ｆｙ
Ｆ

熿

燀

燄

燅ｚ

＝
０
０
Ｆ１＋Ｆ２＋Ｆ

熿

燀

燄

燅３

， （４）

其中单个电机升力为：

Ｆｉ＝Ｋｉ·Ｗ２
ｉ　ｉ＝１，２，３． （５）

式中，常数Ｋｉ表示第ｉ个旋 翼 的 升 力 系 数；Ｗｉ是

第ｉ个电机的角速度。

图２　升力Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３ 作用于各轴

Ｆｉｇ．２　Ｌｉｆｔ　ｆｏｒｃｅｓ　Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３ａｃｔｉｎｇ　ｏｎ　ｅａｃｈ　ａｘｉｓ　ｐｅｒ－

ｐｅｎｄｉｃｕｌａｒｌｙ

由图可 知，三 旋 翼 飞 行 器 在Ｘ，Ｙ，Ｚ轴 上 的

力矩分析如下［５］：

τ＝

Ｆ１ｌ１－Ｆ２ｌ２
（Ｆ１＋Ｆ２）ｌ３－Ｆ４ｌ４
ｆ１ｌ１－ｆ２ｌ２－ｆ３ｌ

熿

燀

燄

燅３

． （６）
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３　三旋翼飞行器的坐标转换矩阵

沿着ｘ轴方向的滚动单位矩阵方程如下［３］：

Ｒ（ｘ，φ）＝
１　 ０　 ０
０ ｃｏｓφ －ｓｉｎφ
０ ｓｉｎφ ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅φ
其中，φ为沿着ｘ轴方向的滚动角，如图３所示。

图３　滚转角φ
Ｆｉｇ．３　Ｒｏｌｌ　ａｎｇｌｅφ

　　沿着ｙ轴方向滚动的矩阵方程如下：

Ｒ（ｙ，θ）＝
ｃｏｓθ ０ ｓｉｎθ
０　 １　 ０

－ｓｉｎθ ０ ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅θ

，

其中，θ为沿着ｙ轴方向的滚动角，如图４所示。
沿着ｚ轴方向滚动的矩阵方程如下所示：

Ｒ（ｚ，ψ）＝
ｃｏｓψ －ｓｉｎψ ０
ｓｉｎψ ｃｏｓψ ０
熿

燀

燄

燅０　
０

熿

燀

燄

燅０　
０

熿

燀

燄

燅１

图４　俯仰角θ
Ｆｉｇ．４　Ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅθ

其中，ψ为沿着ｚ轴方向的滚动角，如图５所示。

图５　偏航角ψ
Ｆｉｇ．５　Ｙａｗ　ａｎｇｌｅψ

通过以上的公式可以得到坐标转换矩阵：

Ｒ（φ，θ，ψ）＝Ｒ（ｚ，ψ）Ｒ（ｙ，θ）Ｒ（ｘ，φ）＝
ｃｏｓψｃｏｓθ ｓｉｎφｓｉｎψ＋ｓｉｎφｓｉｎθｃｏｓψ ｓｉｎφｓｉｎψ＋ｃｏｓφｓｉｎθｃｏｓψ
ｃｏｓθｓｉｎψ ｃｏｓφｃｏｓψ＋ｓｉｎθｓｉｎψｓｉｎφ －ｓｉｎφｃｏｓψ＋ｃｏｓφｓｉｎθｓｉｎψ
－ｓｉｎθ ｓｉｎφｃｏｓθ ｃｏｓφｃｏｓ

熿

燀

燄

燅θ
． （７）

４　三旋翼飞行器数学模型建立过程

ｘ，ｙ，ｚ轴３个方向三旋翼无人机受力情况如

下：

Ｆｘ
Ｆｙ
Ｆ

熿

燀

燄

燅ｚ

＝Ｆｔｏｔａｌ·Ｒ（φ，θ，ψ）＝

（∑
３

ｉ＝１
Ｆｉ）

ｓｉｎφｓｉｎψ＋ｃｏｓφｓｉｎθｃｏｓψ
－ｓｉｎφｓｉｎψ＋ｃｏｓφｓｉｎθｃｏｓψ
ｃｏｓφｃｏｓ

熿

燀

燄

燅θ

，（８）

　　根据牛 顿 第 三 定 理，建 立 在 地 面 坐 标 下 沿 着

ｘ，ｙ，ｚ３个方向的线性方程为：

ｘ
··

＝ （Ｆｘ－Ｋ·ｘ
·
）／ｍ

ｙ
··

＝ （Ｆｙ－Ｋ·ｙ
·
）／ｍ

ｚ
··

＝ （Ｆｚ－Ｋ·ｚ
·
）／

烅

烄

烆 ｍ

， （９）
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其中，Ｋ 为空气阻力系数，根据欧拉方程可得到无

人机角运动方程为：

φ
··

＝ （Ｆ１·Ｌ１－Ｆ２·Ｌ２）／Ｉｘ

θ
··

＝ （Ｆ１·Ｌ３＋Ｆ２·Ｌ３－Ｆ４·Ｌ４）／Ｉｙ

ψ
··

＝ （ｆ１·ｌ１－ｆ２·ｌ２－ｆ３·ｌ３）／

烅

烄

烆 Ｉｚ

．（１０）

　　由上式得出三旋翼直升机最终动力学数学模

型方程为：

ｘ
··

＝ （ｕ（１）（ｓｉｎψｓｉｎφ＋ｃｏｓψｓｉｎθｃｏｓφ））／ｍ

ｙ
··

＝ （ｕ（１）（ｓｉｎψｓｉｎθｃｏｓφ－ｃｏｓψｓｉｎφ））／ｍ

ｚ
··

＝ （ｕ（１）（ｃｏｓφｃｏｓθ）／ｍ－ｇ

φ
··

＝ｕ（２）Ｌ１／Ｉｘ

θ
··

＝ｕ（３）Ｌ３／Ｉｙ

ψ
··

＝ｕ（４）ｌ／Ｉｚ

．

（１１）

其中，ｌｉ（ｉ＝１，２，３）是无人机重心到每个螺旋桨的

臂长，Ｉｋ是对应轴的转动惯量。

由于设计的三旋翼飞行器的状态方程输出矩

阵为Ｙ＝（ｚ
·，φ，θ，ψ）

Ｔ，所以控制输入矩阵也应与输

出矩阵相同，为Ｕ＝ （ｕ（１），ｕ（２），ｕ（３），ｕ（４））Ｔ，

设定输入的被控对象公式：

ｕ（１）＝Ｆ１＋Ｆ２＋Ｆ３

ｕ（２）＝Ｆ１－Ｆ２

ｕ（３）＝３（Ｆ１＋Ｆ２）－Ｆ３

ｕ（４）＝ｆ１－ｆ２－ｆ

烅

烄

烆 ３

． （１２）

５ 三旋翼飞行器状态方程的建
立［６－７］及ＰＩＤ控制

　　通过上一节的三旋翼飞行器的非线性模型可

得到如下状态方程：

Ｘ
·

＝ＡＸ＋ＢＵ

Ｙ＝ＣＸ＋ＤＵ

Ｙ＝ （ｚ
·
，φ，θ，ψ）

Ｔ

Ｕ ＝ （ｕ（１），ｕ（２），ｕ（３），ｕ（４））Ｔ

， （１３）

其中，系数矩阵表达式为：

Ａ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ －１　０　０　０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｂ＝

１／ｍ　 ０ ０ ０

１／ｍ　 ０ ０ ０

１／ｍ　 ０ ０ ０

０ Ｌ１／Ｉｘ ０ ０

０ ０ Ｌ２／Ｉｙ ０

０ ０ ０ ｌ／Ｉ

熿

燀

燄

燅ｚ

Ｃ＝

０　０　１　０　０　０　０　０　０　０

０　０　０　０　０　０　０　１　０　０

０　０　０　０　０　０　０　０　１　０

熿

燀

燄

燅０　０　０　０　０　１　０　０　０　０

　　通过如下 公 式 利 用 ＭＡＴＬＡＢ软 件 解 得 三 旋

翼飞行器的传递函数如下所示：

Ｇ（Ｓ）＝Ｃ（ＳＩ－Ａ）－１　Ｂ＋Ｄ． （１５）

　　根据参考论文［３］设计的参数，设定ｍ ＝５．４

ｋｇ、ｌ＝１ｍ、Ｉｘ＝Ｉｙ＝０．９２ｍ、Ｉｚ＝０．７８ｍ得到的

传递函数为：

Ｇ（Ｓ）＝

（５．４）／ｓ　 ０　 ０　 ０

０ （０．９２）／ｓ２　 ０ ０

０ ０ （０．９２）／ｓ２　 ０

０ ０ ０ （０．７８）／ｓ

熿

燀

燄

燅
２

图６　ＰＩＤ控制结构图

Ｆｉｇ．６　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ＰＩＤ　ｃｏｎｔｒｏｌ

　　根据得到的三旋翼飞行器系统传递函数，利用
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Ｚｉｅｇｌｅｒ－Ｎｉｃｈｏｌｓ法 设 计 了 控 制 系 统 的ＰＩＤ控 制

器，并用ＭＡＴＬＡＢ对各个通道进行了状态空间的单

位阶跃响应、单位冲击响应、各个通道的阶跃响应仿

真图如图６～图１３所示［８－１０］（彩图见期刊电子版）：
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图１３　对φ和θ通 道Ｐ（２）、ＰＩＤ（１）控 制 阶 跃 响

应采样实测的误差范围

Ｆｉｇ．１３　Ｍｅａｓｕｒｅｄ　ｅｒｒｏｒ　ｒａｎｇｅ　ｏｆ　ｓｔｅｐ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｓａｍｐｌｉｎｇ　ｆｏｒ　Ｐ（２），ＰＩＤ（１）ｃｏｎｔｒｏｌｓ　ｉｎ

ｃｈａｎｎｅｌｓφａｎｄθ

　　图１２纵轴代表采样范围，横轴代表采样时间，
由上图可知采样时间从１～１０９ｓ代表实物等待时

间，从实测图中可以看出Ｐ、ＰＩＤ控制超调量大、采

样时间内一直在持续振荡，振荡时间很长，实测振

荡不能趋于 平 衡，实 测 没 有 达 到 理 想 中 满 意 的 效

果。

６　ＬＱＧ控制仿真

由于三旋翼飞行器的模型是非线性的，ＰＩＤ方

法的控制效果没有达到理想效果，所以本文利用偏

重于 描 述 模 型 动 态 特 征 的ＬＱＧ方 法 设 计 了 三 旋

翼飞行器模型并进行仿真分析，仿真效果如下：

图１４　Ｚ通道阶跃函数

Ｆｉｇ．１４　Ｓｔｅｐ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｆｏｒ　ｃｈａｎｎｅｌ　Ｚ

如图１４、图１５所示，对Ｚ通道控制器设定 为

６６．５３／（Ｓ＋１７３）。
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　　图１６、图１７为对三旋翼飞行器φ和θ通道进

行ＬＱＧ控 制 器 设 计 仿 真，该 通 道 控 制 器 设 定 为

７３．１２（Ｓ＋０．５２７　９）／（Ｓ＋４．８８５＋４．７３１ｉ）。

图１８、图１９为 对 三 旋 翼 飞 行 器ψ通 道 进 行

ＬＱＧ控制器设计仿真，经 过 程 序 计 算 对 该 通 道 控

制器 设 定 为７４．１６（Ｓ＋０．５２１　７）／（Ｓ＋４．５８３＋

４．４２６ｉ）。

７　结　论

本文首先对三旋翼无人飞行器的机械结构进

行了简单介绍，通过分析整体物理力矩，在理论上

使得力矩相互抵消。其次，对飞行器的起飞、俯仰、

滚转、偏航等姿态进行了数学分析，建立了三旋翼

无人飞行器的数学模型。最后得出飞行姿态控制

系统的运动学方程，并利用 ＭＡＴＬＡＢ软件进行了

仿真验证。实 验 结 果 表 明，利 用ＰＩＤ方 法 的 三 旋

翼飞行器控制系统在增益ｋ＝１，时间ｔ＝０～１００ｓ

时，振荡趋于平衡的时间大约在８０～１００ｓ，即调节

时间比较长，振荡次数较多，且超调量大，所以三旋

翼飞 行 器 的ＰＩＤ控 制 系 统 设 计 没 有 达 到 理 想 状

态。利用ＬＱＧ方法进行了改进，通过对各个通道

阶跃函数及脉冲响应函数仿真图的分析得出，受控

后曲线的纵轴能够控制在１．５以内，２ｓ左右受控

达到平衡，取得了较满意的效果。
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